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В работе исследуются свойства инвариантного преобразования Остроградского 
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  :)( −− →  в расслоении скоростей произвольного нечетного порядка mn XT 12 − , ин-
дуцированного невырожденной функцией Лагранжа ℜ→mn XTL : . В явном виде получена произ-
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Обобщена теорема Остроградского на случай невырожденной системы уравнений Эйлера – Лагранжа 
произвольного порядка 0)),...,(()1(
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xxLD , которая локально эквивалентна канонической сис-
теме уравнений Гамильтона.  
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Введение. Гамильтон в 1835 г. получил новую форму уравнений движения механических систем, 
названных впоследствии каноническими уравнениями Гамильтона. 
В 1848 г. М.В. Остроградский распространил принцип Гамильтона на системы с нестационарными 
голономными связями, после чего он стал называться принципом Гамильтона – Остроградского. Полу-
ченная система канонических уравнений первого порядка содержит вдвое больше дифференциальных 
уравнений, чем в вариационной задаче в постановке Лагранжа. Высоко отозвался о работах по динамике 
Гамильтона член-корреспондент АН СССР Л.Н. Сретенский: «Эти работы легли в основу всего развития 
аналитической механики в XIX веке» [1]. Аналогичное мнение выразил академик РАН В.В. Румянцев: 
«Оптико-механическая аналогия Гамильтона определила на столетие прогресс аналитической механики» 
[2]. По мнению профессора Л.С. Полака, это была «теория, почти не имеющая аналогов в механике по 
общности и абстрактности, открывшая колоссальные возможности в механике и смежных науках» [3]. 
Академик В.И. Арнольд следующим образом охарактеризовал возможности, открывшиеся после 
появления гамильтоновой механики: «Гамильтонова точка зрения позволяет исследовать до конца ряд 
задач механики, не поддающихся решению иными средствами (например, задачу о притяжении двумя 
неподвижными центрами и задачи о геодезических на трехосном эллипсоиде). Еще большее значение 
гамильтонова точка зрения имеет для приближенных методов теории возмущений (небесная механика), 
для понимания общего характера движения в сложных механических системах (эргодическая теория, 
статистическая механика) и в связи с другими разделами математической физики (оптика, квантовая ме-
ханика и т.п.)» [4]. 
Подход Гамильтона эффективно используется в математической и теоретической физике [5–8]. 
Первоначально вариационный принцип Гамильтона был сформулирован для задач механики и теории 
поля. С появлением теории относительности оказалось, что этот принцип строго выполняется и в реля-
тивистской динамике. Принцип Гамильтона оказался полезным при разработке квантовой механики 
и общей теории относительности. 
Основные определения и математические объекты. Пусть mX  – гладкое многообразие размер-
ности m, m
n XT  – гладкое расслоение пространства скоростей порядка n с базой расслоения mX .  
Po
lot
sk
SU
2016                                      ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия C 
 
 126 
Определение 1. Гладкая функция ℜ→mn XTL :  называется (слабо) невырожденной в точке 
m
nn
x XTv ∈ , если в некоторой системе координат x, базы mX  расслоения m
n XT : 
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xxxL  –  локальная запись функции ℜ→mn XTL :  в системе координат x: 
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m
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m
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Лемма 1. Определение невырожденной функции ℜ→mn XTL :  в точке mnnx XTv ∈  корректно, то 
есть инвариантно относительно выбора локальной системы координат x, базы mX  расслоения m
n XT  [9]. 
Замечание. По теореме о неявной функции, гладкая функция ℜ→mn XTL : , невырожденная 
в точке m
nn
x XTv ∈ , является невырожденной в некоторой окрестности n
xv
U .  
Определение 2. Гладкая функция ℜ→mn XTL :  называется невырожденной, если она не вырож-
дена в каждой точке m
nn
x XTv ∈ . Невырожденную функцию ℜ→mn XTL :  будем называть также слабо 
невырожденной функцией [2]. 
Определение 3. Гладкая функция ℜ→mn XTL : , невырожденная в точке m
nn
x XTv ∈ , называет-
ся локально невырожденной функцией Лагранжа (лагранжианом) в расслоении скоростей порядка n. 
Гладкая функция ℜ→mn XTL : , невырожденная в каждой точке mnnx XTv ∈ , называется глобально не-
вырожденной функцией Лагранжа в расслоении скоростей порядка n. 
Отображение m
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кальных координатах x в базе mX  расслоения m
n XT 12 −  задается функцией вида 
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Согласно [12], имеет место следующая теорема. 
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Теорема 1 (закон преобразования импульсов при замене системы координат в базе mX  расслое-
ния m
n XT 12 − ). 
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пульсы k-порядка ),...,,(
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j
iknj
k
n
j
j
iknj
k
kn
i
k
x
xx
xxxp
x
xx
xxxpxxxp
∂
∂
⋅=
∂
∂
⋅=
−
=
−
−
∑
)(),...,,()(),...,,(),...,,(
)2(.
1
)2(.)2(.
, mjink ,1,,,1 == . 
Тензорный закон преобразования обобщенных импульсов позволяет называть функции 
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i
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, mi ,1= , тензором импульса k-го порядка, nk ,1= , в расслоении скоростей m
n XT 12 −  [12]. 
Именно этот результат позволяет корректно определить преобразование Остроградского 
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  : −− → , индуцированное отображением ℜ→mn XTL : , при условии невырожденно-
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называется гамильтонианом (функцией Гамильтона) преобразования mnmnL XTXTF 1212   : −− →  для 
функции Лагранжа ℜ→mn XTL :  или энергией системы, состояние которой описывается уравнениями 
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Математическая постановка задачи. Пусть ℜ→mn XTL :  – невырожденная функция в точке 
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Теорема 2 (дифференциальная связь импульсов k-го и (k – 1)-го порядков). Пусть ℜ→mn XTL :  – 
невырожденная функция Лагранжа. Тогда для преобразования Остроградского m
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Доказательство. 
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Используя определение импульса k-го порядка ∑
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Теорема 3. Пусть задана невырожденная функция Лагранжа ℜ→mn XTL : . Тогда преобразова-
ние Остроградского m
n
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L XTXTF
1212
  : −− → , индуцированное ,L  также является невырожденным [9]. 
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Замечание 2. Функционал в уравнении Эйлера – Лагранжа может быть интерпретирован как им-
пульс нулевого порядка ∑
= ∂
∂
−=
n
l
il
n
l
t
l
n
i
x
xxLDxxxp
0
)(
)(
)2(.
0 )
),...,(()1(),...,,( , 1,i m= . Тогда вектор импульса n-го 
порядка имеет вид in
n
n
i
n
x
xxL
xxxp )(
)(
)(. ),...,(),...,,(
∂
∂
= . 
Po
lot
sk
SU
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Математика                                                                                           № 12 
 
 129 
Определение 5. Гладкая функция ℜ→mn XTL :  называется сильно невырожденной в точке 
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Лемма 2. Определение сильной невырожденности функции ℜ→mn XTL :  в точке mnnx XTv ∈  
корректно, то есть инвариантно относительно выбора локальной системы координат x базы mX  расслое-
ния m
n XT  [9]. 
Лемма 3 (связь свойств невырожденности и сильной невырожденности). 
1) Локально сильно невырожденная функция ℜ→mn XTL :  в точке mnnx XTv ∈  сильно невы-
рождена. 
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в этой карте [12]. 
Теорема 4 (обобщение теоремы Остроградского). Для невырожденных лагранжианов ℜ→mn XTL :  
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Доказательство.  
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Теорема доказана. 
Следствие (теорема Остроградского). Пусть ),(
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Выводы. 
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THE GENERALIZATION OF THEOREM OF HAMILTON- OSTROGRADSKY SPECIAL  
IN BUNDLES OF SPEEDS OF ARBITRARY ORDER 
 
S. EHILEVSKY, O. GOLUBEVA, D. PASTUHOV, Y. PASTUHOV 
 
In the work the invariant properties of Ostrogradskii transformation mnmnL XTXTxF 1212   :)( −− →  are 
investigated in the bundle of speeds of arbitrary odd order mn XT 12 − , induced non-degenerate Lagrangian 
ℜ→mn XTL : . Explicitly obtained derivative pulses k-th order: 
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mink ,1,,1 ==  – impulse the k-th order in the i-th coordinate. Ostrogradskii theorem generalizes to the case of 
a non-degenerate system of Euler-Lagrange equations of arbitrary order 0)),...,(()1(
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∂
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xxLD , which is 
locally equivalent to the canonical system of Hamilton equations. 
Keywords: Euler-Lagrange equation, smooth manifolds, separation velocity space, the energy and mo-
mentum of the system, Ostrogradskii transformation, nondegenerate function, Ostrogradskii theorem, the Hamil-
ton system. 
